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1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns

Teil 2, Seite 2

Die Bit-Fehlerwahrscheinlichkeit (BER, Bit Error Rate) bzw. Symbol-Fehler-
wahrscheinlichkeit P, = P(a; # a;) bezieht sich nur auf die Infosymbole und
berticksichtigt nicht die Priifsymbole. B, und die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit
P, = P(a # a) hingen in komplizierter Weise zusammen. Da die Anzahl
der Fehler in emem fehlerhaft decodierten Wort zwischen 1 und £ betragt, gilt
folglich

1
Normalerweise erweist sich die Naherung
d..
P, ~ ';:m - P, (1.7.2)

als simnvoll, die von dp;, Fehlern pro falsch decodiertem Wort ausgeht.

Der Vergleich von Codes untereinander und mit der uncodierten Ubertra-
cung erfolgt oft anhand des AWGN-Kanalmodells mit ¢ = 2 geméfl Definition
1.3. Dazu se1 Ny die emseitige Rauschleistungsdichte und FE;, die Energie pro

Infobit. Dann 1st

E.=R-E

(1.7.3)

die Energie pro Codebit, die also um den Faktor R (Coderate) kleiner austillt,
sofern man gleiche Sendeleistung unterstellt. Die Signalleistung mufl dann auf-
getellt werden auf die Infobits und auf die Prifbits. so dafl pro Codebit weniger
Energie verfiigbar ist. Damit wiachst die Wahrscheinlichkeit, dali die Codebits
1m Demodulator falsch bestimmt werden. Ein Codierungsgewinn ergibt sich nur,
wenn die Korrekturfahigkeit des Codes diesen negativen Effekt iiberwiegt.



1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns / Beispiel Golay-Code Teil 2, Seite 3
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Bild 1.10. Fehlerwahrscheinlichkeit des (23, 12)9-Golay-Codes (bei Hard-Decision)
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In den Bildern 1.10 und 1.11 erfolgt nun anhand des AWGN-Modells ein
quantitativer Vergleich zwischen codierter und uncodierter ﬂbertragung, W-
bei P, und Py iiber FEy/Np aufgetragen werden. Die Kurve fiir die uncodierte
Ubertragung entspricht direkt Tabelle 1.1. Fiir die codierte Ubertragung wer-
den zwei perfekie Codes verwendet, bei denen als wesentlicher Vorteil die Wort-
Fehlerwahrscheinlichkeit exakt berechnet werden kann (siehe dazu Satz 3.15).

Bild 1.10 zeigt am Beispiel des (23, 12)2-Golay-Codes das prinzipielle Ver-
halten kanalcodierter Ubertragungssysteme. Bei schlechten Kanilen ist die un-
codierte T:_l:rertragung zunachst besser. Es gibt dann eine Schwelle (die hier bei
etwa 5 dB liegt), von der an die codierte Ubertragung besser wird und zu ei-
nem Codierungsgewinn (in dB) fithrt, der immer auf eine bestimmte Fehler-
wahrscheinlichkeit F, oder F; bezogen wird. Ber F, = 108 betragt dieser Co-
dierungsgewinn etwa 2.0 dB. Unterhalb der Schwelle ergibt sich bei gleichem
Signal /Rausch-Verhiltnis eine kleinere Fehlerwahrscheinlichkeit bzw. bei glei-
cher Fehlerwahrscheinlichkeit kann die Sendeleistung reduziert werden. Bel e-
nem sehr guten Kanal mit Fp /Ny — oo verlaufen die Kurven nahezu parallel
und werden gleichzeitig immer steiler. Der Unterschied zwischen P, und Fj 1st
dabel unbedeutend.

Der Abstand zwischen codierter und uncodierter ﬂbertragung wird nicht
beliebig groff bei Ey/Ny — oo, sondern konvergiert gegen einen Grenzwert, der
jetzt berechnet werden soll. Zur Unterscheidung wird deshalb die Energie pro
Infobit bei der uncodierten Ubertragung mit Ej und bei der codierten Ubertra-
gung mit Fy bezeichnet.



1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns / Herleitung Teil 2, Seite 5

Fiir die uncodierte Ubertragung ergibt sich P, direkt als BSC-Bitfehlerwahr-
scheinlichkeit. Nach (1.3.12) und (A.3.18) gilt:

2F; BN

ﬂ,unc = Pe = Q N ~ const-e "&0 (17-’1)
No

Wie spater in Satz 3.15 noch gezeigt wird, gilt fiir die codierte thert.l‘a.gllllg mit

Hard-Decision fiir groBles Fj /Ny naherungsweise:

Pycod ~ const -pttt. (1.7.5)

Daber 1st const emne vom Code abhangige Konstante, p. 1st die BSC-Bitfehler-
wahrscheinlichkeit der Codebits zu E, = RE, und t = | (dy, — 1)/2] entspricht
etwa der halben Minimaldistanz (mit |[A| wird die gréfite ganze Zahl < A be-
zeichnet). Nach (1.7.2) und (A.3.18) gilt also:

Pb,cod ~ const - Pu-'_.cod

~ const -p?’l
SBE t+1
~ const - | Q) ( — b)
1'\'0
~ const - e~ T Es/No, (1.7.6)

Der Codierungsgewinn wird auf gleiche Bitfehlerraten bezogen: P} une = b cod-
Hieraus folgt: ) _
const - e F5/No0 = const - e FUEFDFe/No, (1.7.7)

Die Konstanten sind allenfalls linear von E;/Ny bzw. ¢ abhingig und kénnen
somit beim Logarithmieren fiir grofes Ej/Ny vernachliassigt werden:
Ey
JI-'\;I—D

Ey

- 1.7.8
No (1.7.8)

~ R(t+1)




1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns / Hauptergebnisse Teil 2, Seite 6

Daraus ergibt sich der asymptotische Codierungsqewinn (asymptotic coding
gain) fiir Hard-Decision als:

Ganara = 10-logo(R(t+1)) dB. (1.7.9)

Fur Soft-Decision wird spater in Satz 3.17 gezeigt:
Py .coa =~ const - e~ Hedmin Ep/No (1.7.10)

Der Vergleich mit (1.7.4) ergibt den asymptotischen Codierungsgewinn fiir Soft-
Decision:

Gasort = 10-log (Rdy;,) dB. (1.7.11)

Durch Soft-Decision ergibt sich prinzipiell ein asymptotischer Gewinn
von etwa 3 dB (mit ¢ + 1 =~ dpin/2):

Gasott & Ganara + 3,01 dB. (1.7.13)

Bei “realistischen” Werten von Ey/Np bzw. “mittleren” Werten von P, betragt
der Gewinn durch Soft-Decision allerdings iiblicherweise nur rund 2 dB.
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Golay-Code (23,12,7), G, harg = 10*logy(12/23*(3+1)) =3.20dB
Hamming-Code (7,4,3), G, harg = 10*log,(4/7*(1+1)) =0.58 dB

G, soft = 10*log,4(4/7*3) =2.34dB
Wiederholungs-Code (n,1,n), G, .4~ 10*log,s(1/n*n/2) =-3.01 dB !!!

Der Wiederholungscode hat zwar die bestmogliche Minimaldistanz,
aber in Kombination mit der kleinstmoglichen Coderate fiihrt das zu einem verheerenden Codierungsgewinn.

Fazit:
* Dieisolierte Maximierung von d_.. oder R ist sinnlos,
e sondern das Produkt d_. . *R ist zu maximieren durch intelligente Wahl des Codes
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Teil 2, Seite 8
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Bild 1.11. Fehlerwahrscheinlichkeit des (7,4)2-Hamming-Codes (bei
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1.7 Der Begriff des Codierungsgewinns / Potenzielle Trade-offs

Teil 2, Seite 9

Potenzielle Trade-offs (am Beispiel einer Code-Familie)
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Bild 7.1. Fehlerwahrscheinlichkeit der R = 1/2-BCH-Codes

An der Kurve entlang nach unten:
P, wird reduziert durch groRReres E,/N, bei n=const

Senkrecht nach unten:
P, wird reduziert durch grofReres n bei E,/N,=const

Waagerecht nach links:
E,/N, wird reduziert durch groRReres n bei P,=const
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Insbesondere mit Blockcodes wird unmittelbar der Grundgedanke deutlich, der
hinter der Kanalcodierung steht. Es 1st die gleiche Idee wie bei der Digitalisierung
in der Nachrichtentechnik mit dhnlichen Vor- und Nachteilen:

Digitalisierung bedeutet Quantisierung der Symbole 1m Wertebereich: Wenn Kanalcodierung bedeutet Quantisierung ganzer Symbolfolgen im Zeitbereich:
A die Quantisierungsbreite ist, so ist A/2 der maximale Quantisierungsfehler. | Die n — k Priifstellen werden so gewihlt. daf sich die verschiedenen Codeworter
Daraus folgt: der Lange n an mindestens d;, Stellen unterscheiden. Das 1st moglich, weil

. . .. . _— o von den ¢™ moglichen Wortern nur ¢ Worter auch tatsichlich Codeworter sind.
Vorteil: Kleine Ubertragungsfehler (kleiner als A/2) werden vollig elimi- ! 5 !

niert, wahrend bei der analogen Ubertragung in jeder Verstirkerstufe das
Signal /Rausch-Verhéltnis prinzipiell immer schlechter wird. Vorteil: Bei weniger als d,;,/2 Ubertragungsfehlern liegt das Empfangswort
naher am gesendeten Wort als an allen anderen moglichen Codewortern und
kann somit richtig decodiert werden.

Daraus folgt (wie in Abschnitt 3.2 noch detailliert gezeigt wird):

Nachteil: Auch ohne Ubertragungsfehler tritt immer ein mittlerer Quantisie-
rungsfehler von 1/ A?/12 auf. Grofie Ubertragungsfehler (grofer als A/2) B
werden durch Zuordnung zur falschen Quantisierungsstufe noch vergréfert. | Nachteil: Bei mehr als dpin/2 Ubertragungsfehlern wird moglicherweise auf ein

falsches Codewort entschieden und die Anzahl der Fehler erhoht sich durch

Fazit: Quantisierung nur dort, wo der Hauptanteil der Storungen kleiner als die Codierung.

A /2 ist.

Fazit: Kanalcodierung nur dort, wo in der Mehrzahl weniger als dy,i,/2 Fehler
pro Codewort auftreten, d.h.: Kanalcodierung ist nur sinnvoll bei relativ
guten Kanalen und bei hohen Anforderungen an die Zuverlassigkeit, wiahrend
bei schlechten IKanalen eine Kanalcodierung nicht simnvoll ist.

Die zentrale Idee der Kanalcodierung ist es. lange Infoblocke m noch langere
Codeblocke zu transferieren. Das Ausmall der hinzuzufiigenden Redundanz ist
abhangig von der Kanalqualitat und der gewiinschten Ul vertragungsqualitat.

Eine weitere zentrale Idee bei Fading-Kanalen besteht darin, die Information zeitlich so weit zu verspreizen dass schlechte Zeitabschnitte durch
gute Zeitabschnitte kompensiert werden kénnen. Praktisch wird das aber durch Verarbeitungsaufwand und zuladssige Verzogerungszeit begrenzt.



2.1 Kanalkapazitat des DMC Teil 2, Seite 11

Definition 2.1. Zwischen zwei Zufallsgriffen und insbesondere zwischen Input
und Output des DMC' kann die Transinformation (mutual information) definiert
werden, die angibt, wieviel Information eine der beiden Zufallsgriflen tiber die
andere vermittelt:

) = - ) log P(y|x) |

I(:E! y) - EEAi;Q'EAuut P(x)P(y|$) 10*-?2 Zm’E.Ain P(;rf)P(yh:!) (216)
- & o M ._

_weAinZ%&ut Plrsu)los P(z)P(y) (2.1.7)

1 1 o
= Y Ply)log 2 > Plr.y)log, 20 (2.1.8)

-TEAin :yE-Aout
p

= ﬁfr(-y) = HTy|I)

S

1 1
= P(x)log — P(x.y) log . 2.1.9
2 M 2 M ey B

S — = g g g Definition 2.2. Fir den DMC (Ai,. Aout. Pylz) tst die Kanalkapazitat C' defi-
= = Hzly niert als das Maximum der Transinformation, wenn tiber alle méglichen Quel-
lenstatistiken (Apriori-Wahrscheinlichkeiten) mazimiert wird:

C = 11'1151}( I(x;y) FEinheit: Infobit/Kanalbenutzung. (2.1.13)

o _ Es gilt 0 < € < logy g (= 1 bei binérer Ubertragung). Bei €' = 0 ist der Out-
l(x;y) ist eine Funktion von P, und P, put vom Input statistisch unabhingig und es 1st keine Information tibertragbar.

also ist C nur noch abhangig von P, , Bei €' = log, q schaltet der Kanal transparent durch.



2.1 Kanalkapazitat des DMC / Spezialfille BSC und AWGN

Teil 2, Seite 12

C=1+pe 10%2(])6) + (1 - pe) 1(:)6(:)52(1 - ])(:>

Ry = 1—log, (1 + V4Ape(1 — Pe))
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Die Bedeutung der Kanalkapazitit wird sofort klar aus dem beriithmten Satz
von Shannon (1948, noisy channel coding theorem), der die Grundlage fiir die
digitale Kommunikation bildet:

Satz 2.1 (Kanalcodierungstheorem, 1.Fassung). Es sei C die Kanalkapa-
zitdt des DMC mit ¢ = | Ain|. Dann kann durch Verwendung von Kanalcodierung
und Maximum-Likelithood-Decodierung die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P,, be-
liebig klein gemacht werden, sofern die Coderate Ry = R - log, q kleiner als C
15t.

Genauere Formulierung: Fir jedes = > 0 und &' > 0 emstiert ein (n,k),-
Blockcode mit Ry, = k/n - logy q, so daf$ gilt:

C—<Ry,<C und P, <c.

Konverses Theorem: Beir Ry, > C' kann F,, eine gewisse Grenze auch bei grofstem
Aufwand nie unterschreiten.

Dieses Ergebnis 1st sicherlich iiberraschend: Die Kanaleigenschaften begren-
zen nur die ﬂbertragungsrate und den Durchsatz, aber nicht die Qualitat der
Ubertragung. Bei immer héheren Qualititsanforderungen muf also nicht die
Datenrate reduziert werden oder der Kanal selbst verbessert werden, sondern es
mub nur die Blocklange des Codes und damit die Komplexitat erhoht werden.




2.2 Kanalcodierungstheorem

Teil 2, Seite 14
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2.2 Kanalkodierungstheorem / Beispiel und Anmerkungen Teil 2, Seite 15

(3) Betrachte einen BSC mit p, = 0,01, der mit r. = 1 000 000 Bit/s benutz-
bar 1st. Pro Sekunde werden 1mm Mittel 990 000 Bit richtig und 10 000 Bit falsch
empfangen. Ohne Kanalcodierung sind selbst wesentlich kleinere Infobitraten als
900 000 Bit/s nicht zuverlissig iibertragbar. Die Kanalkapazitat betragt

C=1+0,01"logy0,01+0,99 - log, 0,99 = 0,919
Bit /Kanalbenutzung bzw. C* = 919 000 Bit/s. Wenn nun r, = 900 000 Bit/s

gewahlt wird mit einer Coderate R = 0.9, dann 1st durch Codierung weniger als
1 Fehler pro Sekunde oder eine noch kleinere Fehlerrate erreichbar. |

Das Codierungstheorem 1st ein reiner Existenzsatz und gibt keine Anleitung,
wie die entsprechenden Blockcodes zu konstruieren sind. Shannon hat zum Be-
wels keine cleveren Codes konstruert, sondern er hat die Codes einfach zufallig
gewahlt. Ber diesem sogenannten Random Coding Argument wird die Aussage
fiir den Mittelwert iiber alle Blockcodes bewiesen und es gibt dann trivialer-
welse mindestens einen Code, der so gut 1st wie der Mittelwert. Allerdings darf
man hieraus nicht schliefen, dafl es sehr einfach ware, entsprechende Codes zu
finden. Tatsachlich st keine binare Codeklasse bekannt (abgesehen von verket-
teten Codes), so dafi mit einer Folge von Blockcodes wachsender Blocklange die
Fehlerwahrscheinlichkeit gegen Null konvergiert, d.h.: Fast alle Codes sind qut
mit Ausnahme derjenigen, die wir kennen.
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Die Kanalkapazitit C' ist eine theoretische Schranke, von der die praktisch an-
gewendeten bzw. realisierbaren Codierungsverfahren deutlich entfernt sind. Da-
gegen ist der sogenante Ry-Wert [37, 108, 123] mit verniinftigem Aufwand er-
reichbar,

Definition 2.3. Der Wert des Fehlerexponenten an der Stelle Ry = 0 wird als
Ro-Wert bezeichnet:

P

Ry = E,(0) = max | ~logy » (Z P() P(y:r)) | (2.3.1) BSC:  Ro = 1-log, (1+V/ip(1— o))
PE yEAOUE = )
AWGN: Ry = 1 —log, (1+e‘Ec/*%)

Die fiir [y auch tibliche Bezeichnung computional cut-off rate oder Roomp

Satz 2.3 (Ry-Theorem). Fir den DMC mit Ry gilt: Es existiert immer ein
(n, k)q-Blockcode mit der Coderate Ry = k/n-logy g < Ry, so daf$ bei Mazimum-
Likelihood-Decodierung fiir die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit P, qilt:

P, < o—n(Ro—Rs) (2.3.2)

Ahnlich wie beim Kanalcodierungstheorem kann hierbei eine Coderate Ry, erreicht
werden, die beliebig dicht an Ry liegt.

Je niher also Ry an Ry heranriickt, desto grofier mufi die Blocklinge n
gewiihlt werden, um noch die gleiche Fehlerrate zu garantieren.
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Dieser Grenzwert kann auch aus Bild 2.4 abgelesen werden. Fazit: Fir Ej,/Ng
kleiner als 1,42 dB 1st keine ﬁbertragung mit i = Rp moglich! Die Ursache kann
wie folgt erklart werden: Eine sehr kleine Coderate R bedeutet eine sehr grofle
erforderliche Bandbreite (was nebenbeil bemerkt praktisch sowieso unrealistisch
ist) und damit eine sehr geringe Energie pro Codebit gegeniiber der Rausch-
leistungsdichte. Damit wird jedes emzelne Codebit vom Rauschen weitgehend
iiberdeckt und Ry fallt sehr klein aus. Ab emer gewissen Grenze wird dann Ry
kleiner als IR, so dai R = Fy nicht mehr erreichbar 1st.
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12.0 dB erforderlich fir 10 uncodiert —

8 I I I I
7 - e e e e - e e e e e e e e e e e e e e
6.8 dB erforderlich fiir 10-3 uncodiert Y
B i D : .
GrolSe Gewinne gegenliber
uncodierter Ubertragung
5 e T T,

auch bei Coderaten nahe 1
ohne nennenswerte
Bandbandbreitenexpansion

Gewinn gegenliber uncodiert

° : C r | = == " . Geringer zusatzlicher Gewinn von nur
Shannon Grenze =-1.59 dB : f : : : E E . gut 1 dB wenn die Coderate von R=1/2
(unterhalb davon keine T — A AR A T o o " auf R=0 reduziert wird (mit entsprechender
nahezu fehlerfreie — 5 | 5 5 5 | | - enormer Bandbandbreitenexpansion)
Ubertragung moglich, 2 01 02 03 04 05 05 07 08 09 1
auch bei grofStem Aufwand) Code rate R (solid), R, (dashdotted)

Bild 2.4. Notwendiges Ey/Ny fiir R = Ry bzw. R = C' beim AWGN (¢ = 2)



2.4 Codierungsgewinn beim AWGN mit bindrem Input / Informationstheoretische Grenzen versus Raumfahrt-Standards Teil 2, Seite 19

Srema

8
r CCSDS ist ein Standardisierungsgremium der Raumfahrtagenturen
(NASA, ESA, DLR, CNES, CSA, JAXA, etc.)

Standardisierte Codierungsverfahren mit traditionellen Codes
6 / // beruhen auf der Verkettung RS*CC (Details spater). Moderne

Verfahren beruhen aber auf SCCC/PCCC/LDPC und sind noch etwas

R
5 /O'IE% 7 / besser.

Die Leistungsfahigkeit der RS*CC-Verfahren ist hier in Bezug auf die

Ew/No /// /7 / theoretischen Grenzen angegeben. Der Abstand zu den Grenzen ist
[dB] ce < RO,soft/ A / klein:
3 g2 P S = g « Bezogen wird das auf P, =107,
bk kQKO ./ / * Theoretisch ware jedoch bis zur Grenze C ., eine beliebig kleine

Fehlerrate erreichbar (bei immensem Aufwand).
* Wenn fiir die Anwendungen (wie Bildiibertragung) jedoch P =10
ausreicht, ist der Vergleich fair.

0,8 1,0




Physikalische Einheiten — Zusammenfassung aus 2.6 Teil 2, Seite 20

Zusammenfassung wichtiger GroBlen mit ihren Emmheiten (die GroBen in
Klammern beziehen sich auf den zeitdiskreten Kanal und sind hier nur zur Uber-
sicht mit angegeben):

R=1Fk/n (Coderate) Infosymbol /Kanalbenutzung]
Ry (Coderate) Infobit /Kanalbenutzung]
I Infobitrate Infobit /s]
re=1y/R Codebitrate Codebit /]
44 Bandbreite Hz|
No eins. Rauschleist.dichte — [Watt /Hz=Joule]
N = NoW Rauschleistung Watt]
S Signalleistung Watt]
Ey = S/m (Energie pro Infobit) Watt-s=Joule]
E. = RE} (Energie pro Codebit) Joule
E.. = Ry E, Energie pro Codesymbol [Joule]
C (Kanalkapazitéit) Infobit /Kanalbenutzung]
c* Kanalkapazitét [Infobit /s
W Spektrale Bitrate Infobit /s /Hz=Infobit]



2.6 Kanalkapazitat beim AWGN mit Bandbegrenzung

Teil 2, Seite 21

Satz 2.5 (Shannon-Hartley). Fiir den bandbegrenzten AWGN mit wertkon-

tinuierlichemn Input ergibt sich die Kanalkapazitit als

d.h. wertkontinuierlicher Input

als theoretischer Grenzwert C*F =W . 10?_;2 (1 + 5 ) Einheit: fnﬁ}bit/g

hochstufiger Modulationsverfahren N
o Ey 1 |
= W - log, (1 - N U) . (2.6.2)

Beir, < C* ist mit entsprechendem Aufwand eine nahezu fehlerfreie Ubertragung
méglich. S/N und W setzen eine prinzipielle Grenze fiir den Durchsatz, aber
nicht fiir die Ubertragungsqualitit.

Bemerkenswert ist hier, dafl mit Kanalbandbreite, Signal/Rausch-Abstand
(SNR., Signal-to-Noise Ratio) und Durchsatz die drei Schliisselparameter einer
Ubertragung in einer einzigen Formel zusammengefait werden konnen.

Offensichtlich 1st em Austausch zwischen der Bandbreite und dem Si-
gnal /Rausch-Abstand moéglich: Ein kleines S/N kann durch ein groBieres W kom-
pensiert werden. Dies gilt jedoch nur mmnerhalb gewisser Grenzen — insbesondere
kann Ej/Ng — 0 nicht durch W — oo ausgeglichen werden, wie sich schnell
zelgt:
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Wegen 7, < C* folgt hieraus erneut die Shannon-Grenze fiir Ej, /Ny, die fiir eine
zuverlassige Ubertragung nicht unterschritten werden kann:

Ly
i"\"T[}

> In2 = —1.50 dB. (2.6.4)

Beispiel 2.7. Beun klassischen analogen Telefonkanal iiber Wahlleitungen be-
tragt die Bandbreite typischerweise W = 3000 Hz und der Signal/Rausch-
Abstand S/N = 30 dB. Daraus ergibt sich die Kapazitat

C* = 3000 - logy(1 + 1000) = 29,901 kBit/s.

Unter anderen Randbedingungen kann die Kanalkapazitat auch gréfier oder klei-
ner ausfallen. Der Telefonkanal 1st allerdings kein reiner AWGN-Kanal, da neben
dem Rauschen auch andere Degradationen zu berticksichtigen sind.
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Definition 2.5. Als spektrale Bitrate wird ry, /W bezeichnet und als normali-
sierte Wanalkapazitat
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Motivation: Mathematische Strukturen erforderlich zum Aufbau von Codes

Teil 2, Seite 24

Beispiel

C, sei ein (ny,k,,d,),-Code
C, sei ein (ny,k,,d,),-Code

Bilde den (n,k,d),-Code C=C;xC,={(aj,a,) |a;€C,a,eC,}

Dann gilt: n=n;+n,

Folgerungen

k =k, +k,
d =min{d,,d,}  d.h. Kombination der schlechten Eigenschaften

= Gute Codes entstehen nicht durch simple Konstruktionen

— Es sind zusatzliche mathematische Strukturen erforderlich wie

Rechnen im Alphabet A;, (= endlicher Zahlenkérper = Galoisfeld = F,)
Matrizen

Polynome

Diskrete Fouriertransformation

Zustandsautomaten

etc.
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Bei einem (n, k, dpmin )g-Blockcode geméafl Definition 1.4 sind sowohl die Infosym-
bole u; wie die Codesymbole a; jewells g-stufig mit u;,a;, € F,. Das Galoisfeld
F, 1st eine Menge mit ¢ Elementen, in der emne Addition und emne Multiplikati-
on (mit den inversen Operationen Subtraktion und Division) erklart sind, und
zwar derart, da fiir die Rechenoperationen im Prinzip die gleichen Regeln gelten
sollen wie bel den reellen oder rationalen Zahlen.

Der Vortell von Galoisfeldern besteht darin, dafi die Endlichkeit der Zah-
lenmenge bzw. Alphabete mit der Endlichkeit der technischen Systeme korre-
spondiert. Es gibt keine Rundungs- oder Quantisierungsfehler wie beim Rechnen
mit reellen Zahlen, sondern immer eindeutige Ergebnisse aus der endlichen Zah-
lenmenge. Nachteilig 1st allerdings, dafl keine Ordnungsrelation erklart werden
kann, d.h. es gibt kein grofier oder kleiner zwischen Elementen des Galoisfeldes.
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Definition 3.1. Mit E, wird ein Galoisfeld (endlicher Korper, finite field) be-
zeichnet. I ist eine Menge mit q Elementen, zwischen denen zwei Rechenopera-
tionen (Verkniipfungen) erklirt sind, die iiblicherweise als Addition + und Mul-
tiplikation - geschrieben werden. I, soll abgeschlossen sein, d.h. fiir alle x,y € I,
soll x +y € I, und x -y € [ erfillt sein. Ferner sollen die “iblichen” Rechen-
regeln gelten und insbesondere gibt es neutrale Elemente 0 und 1 sowie mverse
Elemente —z und z7 1.
Zusammenfassung aller Rechenregeln (x,y, z € E, beliebig):

(1) rz4+y=y+x (Kommutativgesetz der Addition)

(2) (r+y)+z=x+(y+2) (Assoziativgesetz der Addition)

(3) x4+ 0=x (Exzistenz des add. neutralen Elementes (Nullelement))

(4) Zu x existiert —x mit v + (—x) =0  (Ezistenz des add. Inversen)

(5) x-y=vy-x (Kommutativgesetz der Multiplikation)

(6) (x-y)-z=x-(y-z) (Assozativgesetz der Multiplikation)

(7) x-1=2ax  (Existenz des mult. neutralen Elementes (Einselement))

(8) Zuwx #0 existiert 27! mit x-x71 =1  (Eristenz des mult. Inversen)
(9) x-(y+z2)=x-y+x-z (Distributivgesetz).

Aufgrund von (1) bis (4) wird F, auch als additive Gruppe und aufgrund von (5)
bis (8) wird F,\{0} als multiplikative Gruppe bezeichnet. Es werden folgende
Schreibweisen vereinbart:

r+(—y)=x—y , T-y=zy ., T Y =—
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Galoisfelder [, existieren nur fiir ¢ = p™, wober p eme Primzahl und m
eine naturliche Zahl 1st. Also kann ¢ nur die Werte 2, 3. 4, 5, 7, 8, 9, 11, 13,
16, 17.... annehmen. Fiir jedes ¢ existiert nur ein Galoisfeld in dem Sinne. dafl
zwel Galoisfelder gleicher Machtigkeit 1somorph (strukturgleich) sind, d.h. durch
Umbenennung der Elemente geht das eine Galoisteld aus dem anderen hervor.

Die mit Abstand wichtigsten Fille sind ¢ = 2 (einfache Binircodes) und
g = 2™ (z.B. RS-Codes, siehe Kapitel 7).

mnm K und K. gilt stets 14+ 1= 0. (3.1.1)
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Beispiel 3.1. Fiir den einfachen und vorlaufig auch ausschlieSlich praktisch in-
teressanten Fall mit ¢ = p = Primzahl besteht F, aus den natiirlichen Zahlen
0,1,2,....p—1, wobel Addition und Multiplikation modulo p erfolgen. Fir klei-
nes p konnen die Rechenoperationen i FE, durch Ergebnistabellen dargestellt

werden:
(1) E ist der wichtigste Fall:
+ (0 1 101
010 1 010 0O
11 0 110 1
Hier gilt beispielsweise 1 +1 =0, -1 =1, —0=0, 17! = 1.
(2) Betrachte E;:
+(0 1 2 3 4 101 2 3 4
010 1 2 3 4 00 0 0 0 0
1|1 2 3 4 0 110 1 2 3 4
212 3 4 0 1 210 2 4 1 3
313 4 0 1 2 310 3 1 4 2
414 0 1 2 3 410 4 3 2 1

Hier gilt beispiclsweise —1 =4, —2=3,2"1=3, 371 =2 471 =4.
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(3) E; ist zwar ein Galoisfeld, kann aber nicht tiber die modulo 4 - Operation
erklart werden:

10 1 2 3
0j0 0 O 0O
110 1 2 3
210 2 0 2
310 3 2 1
Hier gibt es kemm # € [y, mit 2.z =1, d.h. 21 existiert nicht. | |
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Definition 3.2. Die Menge aller n-Tupel (bzw. Blocke, Vektoren, Warter der
Léinge n) mit Komponenten aus F, wird mat E' =Fm bezeichnet:

IE‘:; = {(;I,‘[}, - ,'I.n_l) | T, ..., Tpn—1 € EI}

Fiir die Mdchtigkeit gilt natirlich |E'| = ¢". Zwischen den Wértern wird eine
komponentenweise Addition und Skalarmultiplikation erkldart, d.h. fir alle .,y &

F' und a € F, qilt z +y € F und a - x € F' mit

r+y = (70,.... Tn-1) + (Yo. . ... Yn—1) (o + Yo, - . Tp—1 + Yn—1)
a-xr = o-(rg,...,Tp1) = (azg,...,aT,_1).

Fiir diese Operationen gelten die “iiblichen” Gesetze, die in Abschnitt A.5 noch-
mals zusammengestellt sind. Damit bildet IE’&” einen Vektorraum bzw. linearen
Raum. Fir die Verkniipfungen im Vektorraum werden die gleichen Operati-
onszeichen verwendet wie 1m Galoisteld und wie m den reellen Zahlen. Eine
Multiplikation zwischen den Wortern 1st nicht definiert.

Verstandlich sind nun auch die Aussagen (1.5.7) und (1.5.10) aus Satz 1.1.
Ferner 1st der Hammingabstand invariant gegeniiber Verschiebungen:

dy(z.y)=du(z + 2.y + 2). (3.1.2)
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Beil einem (n, k),-Blockcode gilt w = (up. ... . up_1) € ]E.f fiir das Infowort
und @ = (ug, ..., a,_1) € IE:I” fiir das Codewort sowie C C Fq”, C| = ¢" fiir den
Code.

Seit vielen Jahren die erste Frage in der mindlichen Prifung:

Definition 3.3. Der (n, k),-Code C iiber E, heifst linearer Code, wenn mit zwei
Codewdrtern auch die Summe wieder ein Codewort ist:

a,beC = a+becl(C.
Fiir nicht-bindre Codes mit q > 2 wird zusdtzlich gefordert:

acCacl, = «a-acC.

Eine dquivalente Kennzeichnung ist, dafs C ein Vektorraum sein soll.

Beispiele: C = {000, 100,010,001} ist nicht linear
C ={000,110,011, 111} ist nicht linear
C ={000. 110,101,011} ist linear.
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Beispiel 3.2. (1) Als Wiederholungscode (repetition code) wird der (n,1)s-

Code

C=400...0,11...1} (3.1.5)
bezeichnet. Die Linearitit ist offensichtlich. Es gilt R = 1/n fiir die Coderate
und d,;, = n fiir die Mimimaldistanz. Eine systematische Encodierung kann
gemald wg — a = (up, ..., up) erfolgen.

(2) Als Parity Check Code (auch: Single Parity Check Code, SPCC) wird

der (n,n —1)-Code

C = (a'[}: “ e ey a--n,—l) (; = 0 (316)

bezeichnet. Der Code ist linear mit R = (n — 1)/n = 1 — 1/n. Da 000...0
und 110...0 jeweils Codeworter sind, folgt d;,, = 2. Bel einer systematischen
Encodierung geméfl (ug, ..., u,_1) — a = (ug, ..., Uyp_1, Uy + -+ + U,_1) Wird

die Summe der Infobits als Priifbit angehéingt. |



3.1 Definition linearer Blockcodes / Vereinfachung Minimaldistanz Teil 2, Seite 33

Satz 3.2. Ewn linearer Code C ist invariant gegeniiber additiven Verschiebun-

gen, d.h. fir alle b € C gilt: C+b={a+b|acC}=C.

Aus dy(a, b) = wg(a — b) folgt sofort, dal die Minimaldistanz eines Codes
gleich dem minimalen Gewicht der Codeworter ist und somit sind fur die Be-
stimmung von d,,;, jetzt also nicht mehr qk(qk — 1) Paare zu betrachten, sondern
nur noch ¢* — 1 Worter:

Satz 3.3. [ir die Minimaldistanz eines linearen (n, k. dyy;,),-Codes gilt:

dpin = min{dg(a,b) | a.b e C.a # b}
= min{wy(a) | a €C,a # 0}. (3.1.7)
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Bei Hard-Decision, also bei A, = Aoue = [, kann die Ubertragung interpretiert
werden als Uberlagerung des Sendewortes mit einem Fehlerwort:

y=a-+e. (3.2.1)

Das Empfangswort y ist also die Summe aus dem gesendeten Codewort a und
dem Fehlerwort (Fehlermuster) e = y —a € F'. Aufgrund der linearen Struk-
tur 1st y genau dann ein Codewort, wenn e ein Codewort ist. In Analogie zu
Abschnitt 1.6 gibt es folgende Moglichkeiten:

e=20 Fehlerfreie Ubertragune:.

e cC\ { 0} Verfilschung in ein anderes Codewort — das kann niemals erkannt
oder korrigiert werden.

e ZC Die Verfalschung ist generell erkennbar und eventuell korrigierbar
durch den Decoder.
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Definition 3.5. Als Kugel K, (x) vom Radius r um das Wort x € F wird die
Menge aller Worter verstanden, die von © eine Hammingdistanz < r haben:

K, (z)={y €E" |du(z.y) < r}.

(3.2.2)

Klar ist Ko(z) = {z} und K, (z) =[F. Oftmals werden die Kugeln um die
Codeworter betrachtet — zum Inhalt der Kugeln zahlen aber immer alle Worter
aus IE:;*. Aus der Kombinatorik ist bekannt, dafl es genan ( )(q — 1)* Worter
Yy < IE':;I mit dg(x,y) =1 gibt. Somit folgt fiir die Machtigkeiten der Kugeln das

wichtige Resultat

=3 (-

Beispiel 3.3. Betrachte den (3,1)s-Wiederholungscode C =

dpin = 3. Flr die Kugeln gilt:
K1(000) = {000, 100,010,001}
Ky(111) = {111, 110,101,011}
K5(000) = {000, 100,010,001, 110,101,011}
Ko(111) = {111,110,101,011, 001,010, 100}
K3(000) = K3(111) = F
K5(100) enthélt beide Codewdrter.

(3.2.3)

{000,111} mit




3.2 Erkennung und Korrektur von Fehlern und metrische Struktur / Definition Teil 2, Seite 37

Definition 3.4. Ein (n,k),-Blockcode C

(1) korrigiert t Fehler, wenn fiir jedes Fehlermuster e mit wy(e) < t die
Mazximum-Likelihood-Decodierung das richtige Codewort liefert (error cor-
rection).

(2) erkennt t" Fehler, wenn fiir jedes Fehlermuster e # 0 mit wy(e) < t' das
Empfangswort y = a + e kein Codewort ist (error detection).

In ausfiithrlicherer Sprechweise werden also bis zu t Fehler korrigiert. Wichtig
ist dabel, dafi wirklich jedes prinzipiell mogliche Fehlermuster vom Gewicht < ¢
korrigierbar sein mufl. Entsprechendes gilt naturhich auch fur die Fehlererken-
nung.
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Satz 3.4. Ein (n.k, dyin)e-Code erkennt t' = dyni, — 1 Fehler.

Beweis: Nach Satz 3.3 folgt aus e € C\{0} zwangslaufig wy(e) > dpin. Durch
Umbkehrung ergibt sich: Ein Fehlermuster mit wy(e) < dyin — 1 impliziert e €
C\{0} und wird somit zwangslaufig erkannt. _

Mit Bild 3.1 wird veranschaulicht, dafl jede Kugel vom Radius d,; — 1 um
ein Codewort kein anderes Codewort enthalt. Denn wenn zwel Codeworter a, b
existieren mit b € Ky_. _1(a). so wiirde dg(a, b) < dy;, — 1 folgen. Jedoch ist
dpin der minimale Abstand zwischen zwel verschiedenen Codewortern.

Bel hochstens dpy;, — 1 Fehlern liegt das Empfangswort in der Kugel um das
tatsichlich gesendete Codewort. Da in dieser Kugel kein weiteres Codewort liegt,
kann das Empfangswort mit keinem Codewort verwechselt werden — abgesehen
natiirlich von der fehlerfreien Ubertragung. In einer Kugel vom Radius dy;, — 1
um ein beliebiges Wort konnen jedoch mehrere Codeworter liegen.

Bild 3.1. Kugeln vom Radius d,;;, — 1 um die Codeworter
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Satz 3.5. Ein (n.k,dyn)q-Code korrigiert t Fehler, sofern 2t +1 < d,,;i, bzw.
dquivalent t = | (dpin — 1) /2] gilt.

Beweis: Selt y = a+ e mit wy(e) < t. Dann gilt dg(y, a) < t. Se1 b € C beliebig
mit b # a. Aus der Dreiecksungleichung ergibt sich

2t +1 < duin < dig(@,b) < dy(a, y) + du(y, b) < t +du(y, b).

Somit folgt dgy(y.b) = t + 1. Also ist der Abstand von a zu y hochstens ¢,
wahrend jedes andere Codewort von y mindestens den Abstand ¢+ 1 hat. Somit
wahlt der ML-Decoder das richtige Codewort. H
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Bild 3.2 veranschaulicht die Situation fiir Kugeln vom Radius ¢ um die Co-
dewérter. Die Kugeln sind disjunkt. Wenn bei der Ubertragung das Codewort a
mit hochstens ¢ Fehlern iiberlagert wird, so liegt das Empfangswort y mn K(a)
und hat von jedem anderen Codewort mindestens den Abstand ¢ 4+ 1. Somit
1st das Codewort minimalen Abstandes zu y eindeutig bestimmt. Die Kugeln
vom Radius # um die Codeworter werden deshalb auch Decodierkugeln genannt.
Empfangsworter mit mehr als ¢ Fehlern liegen entweder i einer falschen Deco-
dierkugel und werden dann falsch decodiert oder sie liegen zwischen den Deco-

dierkugeln und werden dann richtig oder falsch decodiert.

O O

Bild 3.2. Decodierkugeln vom Radius t = | (dyin — 1)/2] um die Codewérter

AN
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Satz 3.4. Ein (n, k, dwin)e-Code erkennt ' = dyin — 1 Fehler.

Satz 3.5. Ein (n.,k, dyw)e-Code korrigiert t Fehler, sofern 2t + 1 < dy,

O@ .

Bild 3.1. Kugeln vom Radius d,;;, — 1 um die Codewérter Bild 3.2. Decodierkugeln vom Radius t = | (dyin — 1)/2] um die Codeworter
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Dazu sei ein (n, k., dyin)-Code mit 2¢4+1 < d,5, gegeben. Das Empfangswort y =
a + e weise f = dg(a,y) Fehler aut. Bel der ML-Schatzung @ erfolgen frp =
dg(y, a) Korrekturen im Empfangswort. Es sind zwei Falle zu unterscheiden:

(a) Bel f <t ist die ML-Schatzung richtig mit @ = a und fy;p = f.

(b) Be1 f > t1st die ML-Schitzung eventuell falsch mit @ # a, und fj;7 kann un-
kontrollierbar groff werden (bis zu fy;p = n). Nach der Dreiecksungleichung
ergibt sich dg(a, a) < f + far und somit kann auch die ML-Schiatzung an
unkontrollierbar vielen Stellen vom gesendeten Codewort abweichen, obwohl
der Code nur ¢ Fehler korrigieren kann.

Aus “Sicherheitsgriinden”™ konnte die Korrektur ber der Decodierung auf
hochstens dy(y, a) <t Stellen begrenzt werden. Damit ergibt sich das so-
cenannte BMD-Primzip:

Definition 3.6. Beim Begrenzten-Minimaldistanz-Decoder (BMD, Bounded
Minimum Distance Decoder) erfolgt nur dann eine Decodierung, wenn das Emp-
fangswort innerhalb einer Decodierkugel liegt, d.h. wenn es zum Empfangswort
ein Codewort im Abstand <t qibt.
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Schulgeometrie:
Die Mittelhalbierenden
eines Dreiecks schneiden

sich in einem Punkt MLD

Der Kugelradius wird so gewdhlt dass
der liberdeckte Bereich abziiglich der
Schnittmengen maximal wird
(bewertet mit der Gauf3-Verteilung),
Also:
Kugel klein = wenig Abdeckuyhg
Kugel grof3 = viele Uberschheidungen

BDD

@&
\

Generell:
Schraffierte Fléiche = Entscheidungsbereich fiir a

(aber MLD typisch bei Faltungscodes) . BN

BMD typisch bei Blockcodes

(Maximum-Likelihood-Decoder, siche Satz 1.3): Fiir jedes Empfangswort
wird nach dem nichstgelegenen Codewort gesucht. Der Entscheidungs-
bereich wird im 2-dim. Fall durch die Mittelhalbierenden begrenzt und
im n-dim. Fall durch entsprechende Hyperfldchen.

Das MLD-Prinzip minimiert die Wort-Fehlerwahrscheinlichkeit (unter
der Annahme gleicher Apriori-Wahrscheinlichkeiten).

(Begrenzter-Distanz-Decoder, siche den Beweis des Kanalcodierungs-
theorems in Abschnitt 2.7): Um jedes Codewort wird eine Kugel vom
gleichen Radius t geméafl (2.7.4) gelegt. Es werden nur diejenigen Emp-
fangsworter zum Kugelmittelpunkt decodiert, die in genau einer Kugel
liegen. Keine Decodierung erfolgt tiir Worter, die in keiner oder in meh-
reren Kugeln liegen. Die Entscheidungsbereiche sind also geometrisch
von relativ komplizierter Form.

Da mit dem BDD das Kanalcodierungstheorem bewiesen wird, ist der
BDD nur unwesentlich schlechter als der MLD.

(Begrenzter-Minimaldistanz-Decoder, siehe Definition 3.6): Um jedes
Codewort wird als Entscheidungsbereich cine Kugel vom gleichen Ra-
dius ¢t = |[(dmm — 1)/2] gelegt. Damit sind die Kugeln als disjunkt
gewihrleistet. Es werden nur diejenigen Empfangsworter zum Kugelmit-
telpunkt decodiert, die in einer Kugel liegen. Keine Decodierung erfolgt
fiir Worter. die auBlerhalb der Kugeln liegen.

Beim BMD erfolgt also eine “Decodierung bis zur halben Minimaldi-
stanz”.

Der BMD ist natiirlich schlechter als die ML-Decodierung, aber die wesentlichen
Vorteile des BMD liegen in der vereinfachten Realisierune des Decoders

Teil 2, Seite 43




